
Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

6 ÊËÀÑÑ

1. Ìîæíî ëè â ðàâåíñòâå 2× 3× 2 + 3× 4× 3 = 3× 2× 3 + 4× 3× 2 ðàññòàâèòü
ñêîáêè òàê, ÷òîáû îíî ñòàëî âåðíûì?

2. Äåâî÷êà ãîâîðèò íåïðàâäó ïî ïîíåäåëüíèêàì, à ïðàâäó ãîâîðèò ïî ïÿòíèöàì è
ñóááîòàì. Øåñòü äíåé ïîäðÿä å¼ ïðîñèëè íàçâàòü ñâî¼ èìÿ. Îíà äàëà ñëåäóþ-
ùèå îòâåòû: Èðà, Èíãà, Èðà, Èííà, Èíãà, Èííà. Êàê çîâóò äåâî÷êó?

3. Â êàêîì îòíîøåíèè íàäî ñìåøàòü 10%-íûé è 20%-íûé ðàñòâîðû ïîâàðåííîé
ñîëè, ÷òîáû â èõ ñìåñè ïîëó÷èëñÿ 16%-íûé ðàñòâîð?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàíè êóáà â 6 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ?
Ðàçëè÷íûìè ñ÷èòàþòñÿ îêðàñêè, êîòîðûå íå ñîâìåùàþòñÿ ïðè âðàùåíèè.

5. Ó ìàëü÷èêà áûëî ìíîãî ÿáëîê, è îí ðåøèë îòäàòü èõ ñâîèì äðóçüÿì. Êîãäà
äðóçüÿ ïðèøëè, îí ðàñïðåäåëèë ÿáëîêè ìåæäó íèìè, ïðè÷åì âñåì äîñòàëîñü
ïîðîâíó. Íåîæèäàííî ïîäîøåë åù¼ îäèí äðóã, ÿáëîêè ïðèøëîñü ïåðåðàñïðå-
äåëèòü, è îïÿòü âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó, íî òåïåðü íà 15 øòóê ìåíüøå, ÷åì â
ïðîøëûé ðàç. Êîãäà ïîäîøåë åù¼ îäèí äðóã, ÿáëîêè ñíîâà ïåðåðàñïðåäåëèëè,
îïÿòü âñåì äîñòàëîñü ïîðîâíó, íî â ýòîò ðàç åù¼ íà 9 øòóê ìåíüøå. ×òî ïðî-
èçîéä¼ò, åñëè ÿâèòñÿ åù¼ îäèí äðóã? Äîñòàíåòñÿ ëè ñíîâà âñåì ïîðîâíó ÿáëîê,
è åñëè äà, òî íà ñêîëüêî ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèé ðàç?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Øêîëüíèê îòâå÷àåò íà âîïðîñû òåñòà ñ ÷åòûðüìÿ âàðèàíòàìè: A, B, C, D. Åìó
äàþò 4 ïîäñêàçêè:

1) Ïðàâèëüíûé îòâåò A èëè B.

2) Ïðàâèëüíûé îòâåò C èëè D.

3) Ïðàâèëüíûé îòâåò B.

4) Îòâåò D íåïðàâèëüíûé.

Èçâåñòíî, ÷òî òðè ïîäñêàçêè îøèáî÷íû, è òîëüêî îäíà ïðàâèëüíàÿ. Êàêîé âà-
ðèàíò îòâåòà ïðàâèëüíûé?

2. Íà âå÷åðèíêå ñðåäè ïðèñóòñòâîâàâøèõ áûëî áîëåå 45% þíîøåé è áîëåå 50%
äåâóøåê. Êàêîâî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ âå÷åðèíêè?

3. Ìîæíî ëè ÷èñëî 100 ïðåäñòàâèòü â âèäå 9 íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñðåäè êî-
òîðûõ íè îäíî íå äåëèòñÿ íàöåëî íè íà êàêîå äðóãîå?

4. Òàáëèöà n× n íàçûâàåòñÿ ëàòèíñêèì êâàäðàòîì, åñëè â å¼ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ
ðîâíî ïî ðàçó âñòðå÷àåòñÿ êàæäîå ÷èñëî îò 1 äî n. Íàéòè ÷èñëî ëàòèíñêèõ
êâàäðàòîâ ïðè n = 4. Êâàäðàòû ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè îíè çàïîëíåíû ñîâåðøåííî èäåíòè÷íî; ñèììåòðèÿ ïðè ýòîì íå ó÷èòûâà-
åòñÿ.

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê m × n. Â í¼ì îòìå÷åíû óçëû
ñåòêè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî óçëîâ ìîæíî âûáðàòü, ÷òîáû íèêàêèå òðè
âûáðàííûå òî÷êè íå ÿâëÿëèñü âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ïî îäíîìó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò
1 äî 9 â êëåòêè òàáëèöû 3×3, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå îêàçàëèñü íå÷¼òíû? (Òàáëèöà íå âðàùàåòñÿ è íå ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ.)

2. Òî÷êà D �� ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷-
êà E �� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè D íà ñòîðîíó BC.
Îòðåçêè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Êàêîé èç îòðåçêîâ BF è BE äëèí-
íåå?

3. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ pq+ rs+uvw+xyz, ãäå âìåñòî áóêâ
äîëæíû ñòîÿòü öèôðû îò 0 äî 9 ïî îäíîìó ðàçó êàæäàÿ?

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå: 3
√
3− x+

√
x− 2 = 1.

5. 20 òåííèñèñòîâ óñòðîèëè ìåæäó ñîáîé ñîðåâíîâàíèå èç 14 èãð. Â êàæäîé èãðå
ó÷àñòâóåò 2 ÷åëîâåêà, è êàæäûé èç ýòîé êîìïàíèè òåííèñèñòîâ ïðèíÿë ó÷à-
ñòèå õîòÿ áû â îäíîé èãðå. Äîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðûõ 6 èãðàõ ó÷àñòâîâàëî 12
ðàçëè÷íûõ òåííèñèñòîâ.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Äàíà òàáëèöà 9 × 9, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííàÿ "êðåñòèêàìè". Ìîæíî ëè ïîêðûòü
âñå "êðåñòèêè"áåç íàëîæåíèé ïðè ïîìîùè "óãîëêîâ", òî åñòü ôèãóðîê èç òð¼õ
êëåòîê, ïîëó÷àåìûõ èç êâàäðàòà 2 × 2 óäàëåíèåì îäíîé êëåòêè? Ïðè ýòîì
âûõîäèòü çà ïðåäåëû "êðåñòèêîâ"íåëüçÿ.

x
x x

x x x
x x x x

x x x x x
x x x x x x

x x x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x x

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå [2x−1
3

] = x+5
2
, ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü

÷èñëà.

3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC âåëè÷èíà êàæäîãî èç óãëîâ èçìåðÿåòñÿ
íå öåëûì ÷èñëîì ãðàäóñîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíè-
êà ABC ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ðàçáèâàþùóþ åãî íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ
òðåóãîëüíèêà. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü óãëû òðåóãîëüíèêà ?

4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî a2 + b2 + c2 + d2 + e2 ≥ a(b + c + d + e) äëÿ ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?

5. Â âîëåéáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî n êîìàíä âûñøåé ëèãè è 2n êîìàíä ïåð-
âîé ëèãè. Êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ðîâíî îäíó èãðó ñ êàæäîé äðóãîé êîìàí-
äîé; íè÷üèõ â òóðíèðå íå áûëî. Îòíîøåíèå ÷èñëà ïîáåä, îäåðæàííûõ êîìàí-
äàìè ïåðâîé ëèãè, ê ÷èñëó ïîáåä, îäåðæàííûõ êîìàíäàìè âûñøåé ëèãè, ðàâíî
5 : 7. Êàêîå ÷èñëî êîìàíä ó÷àñòâîâàëî â òóðíèðå?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè öèôðû îò 1 äî 9 ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî (áîëüøå
îäíîé) ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììû öèôð âî âñåõ ãðóïïàõ áûëè ðàâíû äðóã äðóãó?
(Ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ãðóïï, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêî-
âûìè.)

2. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = ax2 − x+ c òàêîé, ÷òî óðàâíåíèå f(f(x)) = x
íå èìååò ðåøåíèé. Äîêàçàòü, ÷òî ac > 1.

3. Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëü AC êîòîðîãî èìååò äëèíó
10 è ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ïðè âåðøèíå A. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïëî-
ùàäü ìîæåò èìåòü ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê?

4. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 800 â âèäå ñóììû 299 íà-
òóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 200, ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ïðåä-
ñòàâèòü ÷èñëî 700 â âèäå ñóììû 199 íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
300. Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäè-
íàêîâûìè.

5. Äàíû òðè öåëûõ ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà òð¼ì, è ñóììà êóáîâ òîæå
ðàâíà òð¼ì. ×åìó ìîãóò áûòü ðàâíû ñàìè ýòè ÷èñëà? Îïèñàòü âñå ñëó÷àè.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè
çàäà÷è áàëëû îáû÷íî âûñòàâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî òîìó, êàêîé ïðîöåíò ïîëåçíûõ
èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íóæíûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, áûë çàòðà÷åí. Íàïðèìåð,
íå ñëåäóåò âîîáùå äàâàòü áàëëû çà ðàññìîòðåíèå ëåãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå ïðîÿñíÿþò îáùåé êàðòèíû.

Çà çàäà÷è, êîòîðûå ðåøåíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ, íî â ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóùåíû
ìåëêèå îøèáêè (ñêàæåì, àðèôìåòè÷åñêèå), ìû ðåêîìåíäóåì âû÷èòàòü îäèí èëè äâà
áàëëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äîïóùåííîé îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà ðåøåíèé çàäà÷ è âûñòàâëåíèå áàëëîâ ÿâëÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå ïðîöåññîì òâîð÷åñêèì è ïëîõî ïîääà¼òñÿ ôîðìàëèçàöèè. Ïîýòîìó
òðóäíî äàòü ðåêîìåíäàöèè, îõâàòûâàþùèå âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, êîòîðûå ìîãóò
âîçíèêíóòü â õîäå ïðîâåðêè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ó÷åíèêàìè, áåçóñëîâíî,
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîðñêèõ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé.

Ìíîãèå çàäà÷è äàííîãî òóðà áëèçêè ê òèïîâûì øêîëüíûì çàäà÷àì, ïîýòîìó èõ
îöåíêà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ïðàêòèêîé. Êîíêðåòíûå
ïðåäëîæåíèÿ ïî âûñòàâëåíèþ áàëëîâ, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ çàäà÷, ïðèâåäåíû íè-
æå.

Â çàäà÷å 1 VI êëàññà äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü âåðíûé èòîã. Ñàìî ðàâåíñòâî, åñëè
îíî ñïðàâåäëèâî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Ñïîñîá ðàññòàíîâêè ñêîáîê ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò àâòîðñêîãî.

Â çàäà÷å 2 VI è â çàäà÷å 1 VII êëàññà äîcòàòî÷íî ïîëíîãî ëîãè÷åñêîãî ðàçáîðà
íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ ìîæåò áûòü îöåí¼í òîëüêî 1
áàëëîì.

Â çàäà÷å 4 VI êëàññà çà âåðíûé îòâåò ìîæíî ïðèñóæäàòü 2 áàëëà. Äëÿ áîëü-
øåãî êîëè÷åñòâà òðåáóåòñÿ òî÷íîå îáîñíîâàíèå. Ìîæíî òàêæå äàâàòü 1-2 áàëëà çà
ïðèíöèïèàëüíî âåðíûé ñïîñîá ïîäñ÷¼òà, îñóùåñòâë¼ííûé ñ îøèáêàìè.

Â çàäà÷å 5 VI êëàññà çà âåðíî ñîñòàâëåííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ.
Åñëè çàäà÷à ðåøåíà íå äî êîíöà, òî åñòü íå äàí îòâåò íà âîïðîñ, íî íàéäåíî îáùåå
êîëè÷åñòâî ÿáëîê è ÷èñëî äðóçåé, òî ìîæíî ïðèñóäèòü äî 5 áàëëîâ.

Â çàäà÷å 2 VII êëàññà çà âåðíî ñîñòàâëåííûå íåðàâåíñòâà äà¼òñÿ äî 2 áàëëîâ.
Â çàäà÷å 3 VII êëàññà äîñòàòî÷íî âåðíî íàéäåííîãî ïðèìåðà (íå îáÿçàòåëüíî

òàêîãî, êàê â ðåøåíèè).



Â çàäà÷å 4 VII êëàññà çà âåðíî íàéäåííûé îòâåò äà¼òñÿ 2 áàëëà. Ïðè âåðíîì
îáùåì ïðèíöèïå ïîäñ÷¼òà ñ íàëè÷èåì àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê � äî 4 áàëëîâ.

Â çàäà÷å 5 VII êëàññà çà ïîñòðîåíèå ïðèìåðà èç íóæíîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ äà¼òñÿ
3 áàëëà. Çà äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè � 4 áàëëà.

Â çàäà÷å 1 VIII êëàññà âåðíûé îòâåò ìîæåò áûòü îöåí¼í 2 áàëëàìè.
Â çàäà÷å 2 VIII êëàññà âîçìîæíà âåðíàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ (ñðàâíåíèå ñòîðîí è óãëîâ),

íî ñ ïóòàíèöåé â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå. Çà ýòî ìîæíî äàâàòü äî 5 áàëëîâ.
Â çàäà÷å 3 VIII êëàññà çà âåðíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì äà¼òñÿ 3 áàëëà. Åñëè ïåðåáîð

âàðèàíòîâ îñóùåñòâë¼í íåäîñòàòî÷íî ïîëíî è ÿñíî, ìîæíî âû÷åñòü 1-2 áàëëà.
Â çàäà÷å 5 VIII êëàññà ìîæíî äàâàòü äî 2 áàëëîâ çà ïîëó÷åíèå áîëåå ñëàáîãî

ðåçóëüòàòà â íóæíîì íàïðàâëåíèè (ñêàæåì, íàëè÷èÿ êàê ìèíèìóì 5 èãð ñ ðàçíûìè
ó÷àñòíèêàìè). Åñëè âûâîä ñäåëàí íà îñíîâàíèè íå äîêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ
ìåíüøåãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, íî ñàì õîä ìûñëè âåðíûé, ïðèñóæäàåòñÿ äî 3 áàëëîâ.

Â çàäà÷å 1 IX êëàññà äîñòàòî÷íî âåðíî ïðåäúÿâëåííîãî ïðèìåðà.
Â çàäà÷å 3 IX êëàññà çà ÷àñòè÷íûé àíàëèç ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèñóæäàòü äî 2 áàëëîâ

çà îäèí èç òð¼õ ñëó÷àåâ.
Â çàäà÷å 4 IX êëàññà çà âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà áåç àíàëèçà ñëó÷àÿ

ðàâåíñòâà ìîæíî äàâàòü 5 áàëëîâ.
Â çàäà÷å 5 IX êëàññà ÷àñòè÷íûå áàëëû ìîãóò ïðèñóæäàòüñÿ çà âåðíîå ñîñòàâëåíèå

îòäåëüíûõ óðàâíåíèé. Òî÷íûå óêàçàíèÿ ïî ïîâîäó ýòîé çàäà÷è, ó÷èòûâàþùèå âñå
âîçìîæíûå ïðîäâèæåíèÿ â ðåøåíèè, äàòü äîñòàòî÷íî òðóäíî.

Â çàäà÷å 1 X êëàññà çà âåðíî íàéäåííûå âàðèàíòû â êîëèå÷åñòâå 10 ìîæíî äàâàòü
äî 3 áàëëîâ. Îñòàëüíîå çàâèñèò îò ïîëíîòû ñäåëàííîãî àíàëèçà âñåõ âàðèàíòîâ.

Â çàäà÷å 4 X êëàññà çà ïîïûòêó ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî äàâàòü äî
3 áàëëîâ. Õîòÿ òàì ïðèìåíåíèå ãåîìåòðèè íå îáÿçàòåëüíî.

Â çàäà÷å 5 X êëàññà çà âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé
íåò, ïðèñóæäàåòñÿ 1 áàëë.
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6 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

2× (3× 2 + 3× 4)× 3 = 3× (2× 3 + 4× 3)× 2

2. Îòâåò: Èííà.

Ïîñêîëüêó äâà îäèíàêîâûõ èìåíè ïîäðÿä íå çâó÷àëî, îïðîñ íå ìîã çàòðîíóòü
è ïÿòíèöó, è ñóááîòó. Çíà÷èò, îí íà÷àëñÿ ëèáî â ñóááîòó (è òîãäà íå çàõâàòèë
ïÿòíèöó), ëèáî â âîñêðåñåíüå (áåç ó÷àñòèÿ ñóááîòû). Â ïåðâîì ñëó÷àå îòâåòû
ñóááîòû è ïîíåäåëüíèêà (ïåðâûé è òðåòèé) ñîâïàëè, ÷åãî áûòü íå ìîãëî. Çíà-
÷èò, îïðîñ íà÷àëñÿ â âîñêðåñåíüå, è òîãäà ïðàâäà áûëà ñêàçàíà â ïÿòíèöó, òî
åñòü â ïîñëåäíèé èç äíåé îïðîñà. Ýòî èìÿ Èííà. Â ïîíåäåëüíèê æå äåâî÷êà
ñêàçàëà íåïðàâäó, íàçâàâ ñåáÿ Èíãîé.

3. Îòâåò: â îòíîøåíèè 2 : 3.

Ïóñòü âçÿòî x ëèòðîâ ïåðâîãî è y ëèòðîâ âòîðîãî ðàñòâîðà. Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ
ñîëè â ñìåñè ðàâíà 0,1x+0,2y

x+y
= 16

100
. Ïî ïðàâèëó ïðîïîðöèè, 10x+20y = 16x+16y,

îòêóäà 4y = 6x, òî åñòü x : y = 2 : 3.

4. Îòâåò: 30.

Îäèí èç öâåòîâ, êîòîðûé ìû ñàìè ôèêñèðóåì (ñêàæåì, êðàñíûé, èëè öâåò íî-
ìåð îäèí) ìîæíî ñ÷èòàòü íàõîäÿùèìñÿ ñâåðõó. Íàïðîòèâ íåãî ñíèçó íàõîäèòñÿ
îäèí èç ïÿòè öâåòîâ, ÷òî äà¼ò 5 ðàçíûõ ñïîñîáîâ åãî âûáðàòü. Ïî áîêàì òî-
ãäà îêàçûâàþòñÿ ãðàíè ÷åòûð¼õ öâåòîâ, è êóá ìîæíî ïîâåðíóòü òàê, ÷òîáû
íàïðîòèâ íàñ îêàçàëàñü ãðàíü êàêîãî-òî çàäàííîãî öâåòà (íàïðèìåð, èìåþùåãî
íàèìåíüøèé íîìåð ñðåäè öâåòîâ áîêîâûõ ãðàíåé). Òîãäà âñ¼ îñòàëüíîå ðàñêðà-
øèâàåòñÿ 3! = 6 ñïîñîáàìè, ïî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê. Âñå ýòè ðàñêðàñêè áóäóò
îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âðàùåíèÿ. Ïî ïðàâèëó
ïðîèçâåäåíèÿ, ýòî äà¼ò îòâåò 30.

5. Îòâåò: äà, äîñòàíåòñÿ ïîðîâíó, íà 6 ÿáëîê ìåíüøå.

Ïóñòü n äðóçåé ïðèøëî â íà÷àëå, è ïî m ÿáëîê áûëî âûäàíî â êîíöå. Òîãäà
n(m + 24) = (n + 1)(m + 9) = (n + 2)m. Ñðàâíåíèå ïåðâîãî ñ ïîñëåäíèì äà¼ò



m = 12n. Ñðàâíåíèå âòîðîãî ñ òðåòüèì äà¼ò m = 9n+ 9, îòêóäà n = 3, m = 36.
ßáëîê áûëî 180, äðóçåé â êîíöå ïðèøëî 5.

Åñëè ïðèä¼ò íîâûé äðóã, òî íà 6 ÷åëîâåê ÿáëîê ñíîâà ïðèä¼òñÿ ïîðîâíó � ïî
30 øòóê. Ýòî íà 6 ìåíüøå, ÷åì áûëî â ïðåäûäóùèé ðàç.
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7 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: ïðàâèëüíûé îòâåò D.

Äîïóñòèì, ÷òî D � ýòî íåïðàâèëüíûé îòâåò. Òîãäà ïîäñêàçêà 4 âåðíà. Çíà÷èò,
îñòàëüíûå ïîäñêàçêè îøèáî÷íû. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ãîâîðèò ïîä-
ñêàçêà íîìåð 2, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïðàâèëüíûé îòâåò åñòü C èëè D.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò D äîëæåí áûòü ïðàâèëüíûì, åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íåò
ïðîòèâîðå÷èÿ. Íî åãî íåò, òàê êàê ïðè ïðàâèëüíîì îòâåòå D ïîäñêàçêà 2 âåðíà,
à îñòàëüíûå òðè íåâåðíû.

2. Îòâåò: 11.

Ïóñòü þíîøåé áûëîm, à äåâóøåê n. Ïî óñëîâèþ, n > m. Äàëåå, m
m+n

> 45
100

= 9
20
,

îòêóäà 20m > 9m+ 9n, òî åñòü 11m > 9n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 11m ≥ 9n+ 1 ≥
9(m+ 1) + 1 = 9m+ 10. Ïîýòîìó m ≥ 5 è n ≥ 6, à âñåãî ó÷àñòíèêîâ íå ìåíüøå
11. ßñíî, ÷òî ïðè m = 5, n = 6 âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

3. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Äîñòàòî÷íî âçÿòü ñóììó ïåðâûõ 9 ïðîñòûõ ÷èñåë. Îíà â òî÷íîñòè ðàâíà 100.
Ýòî 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23.

4. Îòâåò: 576.

Ïåðâóþ ñòðîêó îáðàçóþò ñèìâîëû 1, 2, 3, 4 â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Ïåðåñòàâèì
ñòîëáöû òàê, ÷òîáû îíè øëè ïîäðÿä. Ñâîéñòâî êâàäðàòà áûòü ëàòèíñêèì îò
ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ, è ýòèì ìû óìåíüøèì ÷èñëî ñïîñîáîâ çàïîëíåíèÿ êâàäðàòà
â 4! = 24 ðàçà. Â êëåòêàõ ïåðâîãî ñòîëáöà ñòîÿò ÷èñëà 2, 3, 4, è èõ òàêæå ìîæíî
ðàñïîëîæèòü ïî ïîðÿäêó, ìåíÿÿ î÷åð¼äíîñòü ñòðîê. Ïðè ýòîì ìû äîïîëíèòåëü-
íî óìåíüøàåì ÷èñëî âàðèàíòîâ â 3! = 6 ðàç.

Äàëåå ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî âàðèàíòîâ îñòàëîñü. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ÷èñëî íà ïåðåñå÷åíè âòîðîé ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëáöà, ìû ðàññìàò-
ðèâàåì òðè ñëó÷àÿ, êîãäà îíî ðàâíî 3, 4 èëè 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì òð¼ì òàáëèöàì:

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

1 2 3 4
2 4 1 3
3 1 4 2
4 3 2 1

1 2 3 4
2 1 4 3
3 4
4 3



ãäå ïîñëåäíþþ èç òàáëèö ìîæíî çàïîëíèòü ÷èñëàìè 1, 2 äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 4 âàðèàíòà, è ýòî êîëè÷åñòâî íàäî óìíîæèòü íà òå êîýôôè-
öèåíòû, êîòîðûå ïîëó÷àëèñü ïðè çàíèæåíèè îáùåãî ÷èñëà ñïîñîáîâ. Â èòîãå
áóäåò 24 · 6 · 4 = 242 = 576.

5. Îòâåò: m+ n.

Âûáåðåì âñå óçëû, âûõîäÿùèå íà ëåâûé êðàé, êðîìå ñàìîãî âåðõíåãî. Ýòèõ
óçëîâ áóäåò âûáðàíî m. Òàêæå âûáåðåì âñå óçëû, âûõîäÿùèå íà âåðõíèé êðàé,
êðîìå ñàìîãî ëåâîãî. Çäåñü áóäåò âûáðàíî n òî÷åê, è âñåãî èõ ñòàëî m + n.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ áóäóò òó-
ïîóãîëüíûìè.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî áîëüøåå êîëè÷åñòâî óçëîâ âûáðàòü íåëüçÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ âûáðàííóþ âåðøèíó. Åñëè íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ÷åðåç íå¼
ïðîõîäÿùåé, íåò äðóãèõ âûáðàííûõ âåðøèí, òî ïðîâåä¼ì ýòó ïðÿìóþ. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, íåò
äðóãèõ âûáðàííûõ óçëîâ � èíà÷å ñðàçó âîçíèê áû ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê. Çäåñü ìû ïðîâîäèì âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ.

Êîëè÷åñòâî ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ ðàâíî ÷èñëó âûáðàííûõ óçëîâ, òàê êàê íà
êàæäîé èç íèõ èìååòñÿ ðîâíî îäèí âûáðàííûé óçåë. Åñëè âñå ãîðèçîíòàëüíûå
ïðÿìûå ïðîâåäåíû, íî èõ èìååòñÿ ðîâíî m+1, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò m+n. ßñíî,
÷òî ïðè ýòîì ÷åðåç êàæäûé âûáðàííûé óçåë ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ,
ïîýòîìó âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ íå ïðîâåäåíî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè
âñå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå ïðîâåäåíû, òî óçëîâ âûáðàíî n+1, òî åñòü íå áîëüøå
m+ n.

Åñëè æå ñðåäè ãîðèçîíàëüíûõ ïðÿìûõ îòñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà, òî èõ ïðîâå-
äåíî íå áîëåå m, à âåðòèêàëüíûõ ïî òîé æå ïðè÷èíå íå áîëåå n. Âñåãî íå áîëåå
m+ n, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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8 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 25920.

Â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå äîëæíî îêàçàòüñÿ íå÷¼òíîå ÷èñëî íå÷¼ò-
íûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ó íàñ èìååòñÿ ðîâíî 5 íå÷¼òíûõ ÷èñåë, îíè äîëæíû áûòü
ðàñïðåäåëåíû ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì â êîëè÷åñòâå 3+1+1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
èìååòñÿ îäíà ñòðîêà è îäèí ñòîëáåö, â êîòîðûõ ñòîÿò íå÷¼òíûå ÷èñëà.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñòðîêè è ñòîëáöà âûáèðàåì 9 ñïîñîáàìè. Ýòî îïðåäåëÿåì
êàê ìåñòà äëÿ ðàññòàíîâêè íå÷¼òíûõ ÷èñåë (5! ñïîñîáîâ, ïî ÷èñëó ïåðåñòàíî-
âîê), òàê è ìåñòà äëÿ ðàññòàíîâêè ÷¼òíûõ ÷èñåë (4! ñïîñîáîâ). Èòîãî ïî ïðàâèëó
ïðîèçâåäåíèÿ èìååì 9 · 120 · 24 = 25920 ñïîñîáîâ çàïîëíåíèÿ òàáëèöû.

2. Îòâåò: BE äëèííåå, ÷åì BF .

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CDE êàòåò êîðî÷å ãèïîòåíóçû, ïîýòîìó DE <
DC = DA. Òîãäà â òðåóãîëüíèêå ADE ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëü-
øèé óãîë: ∠DEA > ∠DAE. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ∠AEB = 90◦ − ∠DEA < 90◦ −
∠DAE = ∠DFA = ∠BFE. Òàêèì îáðàçîì, óãîë FEB ìåíüøå BFE, è ïðîòèâ
áîëüøåãî èç óãëîâ ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà: BE > BF .

3. Îòâåò: 52.

Îòìåòèì äëÿ íà÷àëà ñëåäóþùåå: åñëè èìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ (ïîëîæèòåëü-
íûõ) ÷èñëà, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñóììû ïðîèçâåäåíèé
ïàð íóæíî ïåðåìíîæàòü ñàìîå ìàëåíüêîå ñ ñàìûì áîëüøèì, à òàêæå äâà "ñðåä-
íèõ". Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë 3, 4, 7, 9 ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
áóäåò ðàâíî 3 · 9 + 4 · 7 = 55. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ãðóïïèðîâêà óñòðîåíà
ïî äðóãîìó ïðèíöèïó, òî â âûðàæåíèè ab+ cd, ãäå a � ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî, à
b � íå ñàìîå ìàëåíüêîå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b > c. Òîãäà çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
ac+ bd áóäåò ìåíüøå. Äåéñòâèòåëüíî, (ab+ cd)− (ac+ bd) = a(b− c)−d(b− c) =
(a− d)(b− c) > 0. Ýòîò ïðèíöèï ìû áóäåì íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíÿòü.

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî öèôðà 0 íàõîäèòñÿ â îäíîé èç òðîåê, à íå â ïà-
ðå. Åñëè áû îíî áûëî â ïàðå, òî óìíîæàëîñü áû íà öèôðó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
9. Ïðè ýòîì â îäíîé èç òðîåê çàâåäîìî ïðèñóòñòâóþò äâå öèôðû, ïðîèçâåäå-
íèå êîòîðûõ ðàâíî êàê ìèíèìóì 3 · 4 = 12. Òîãäà âûãîäíî ñîâåðøèòü îáìåí,
äîìíîæàÿ 0 íà áîëüøåå èç ÷èñåë.



Òåïåðü, êîãäà ìû çíàåì, ÷òî 0 âõîäèò â òðîéêó, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
âìåñòå ñ íèì òàì íàõîäÿòñÿ äâå ñàìûå áîëüøèå öèôðû 8 è 9. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îäíó èç íèõ ìîæíî îáìåíÿòü íà 8 èëè 9, óìåíüøàÿ îáùåå çíà÷åíèå
ñóììû. Òåì ñàìûì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ìèíèìèçàöèè âûðàæåíèÿ âèäà pq + rs +
uvw äëÿ öèôð îò 1 äî 7.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî 1 âõîäèò â ïàðó, à íå â òðîéêó, òî åäèíèöà äîìíîæàåòñÿ
ñàìîå áîëüøåå íà 7, à â òðîéêó ïðè ýòîì âõîäÿò äâå öèôðû, ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ áîëüøå. Òîãäà ñíîâà âîçìîæåí îáìåí ñ óìåíüøåíèåì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
w = 1, ìû òåïåðü ìèíèìèçèðóåì âûðàæåíèå âèäà pq + rs + uv äëÿ öèôð îò 2
äî 7.

ßñíî, ÷òî 2 äîëæíî áûòü â ïàðå ñ ñàìûì áîëüøèì, òî åñòü ñ 7. Îñòàâøèåñÿ
öèôðû ãðóïïèðóþòñÿ ïî ïðèíöèïó 3 ñ 6, 4 ñ 5. Ýòî äà¼ò çíà÷åíèå ñóììû, ðàâíîå
2·7+3·6+4·5 = 52, è îíî áóäåò íàèìåíüøèì. Ñàìèõ ñïîñîáîâ ãðóïïèðîâêè ïðè
ýòî áóäåò íåñêîëüêî, òàê êàê 1 ìîæíî "îòäàòü" ëþáîìó èç òð¼õ ïðîèçâåäåíèé.

4. Îòâåò: x ∈ {2; 3; 11}.

Ïîëîæèì y =
√
x− 2, òîãäà x = y2 + 2. Óðàâíåíèå 3

√
3− x = 1 − y âîçâåä¼ì

â êóá: 3 − x = (1 − y)3 = 1 − 3y + 3y2 − y3, îòêóäà ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî
y3−4y2+3y = 0, òî åñòü y(y−1)(y−3) = 0. Îòñþäà y ∈ {0; 1; 3}, è x ∈ {2; 3; 11}.
Âñå òðè çíà÷åíèÿ ïîäõîäÿò ïðè ïðîâåðêå.

5. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñ-
ëî m òàêîå, ÷òî â m èãðàõ ó÷àñòâîâàëî 2m ðàçëè÷íûõ òåííèñèñòîâ. Î÷åâèäíî,
÷òî m ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≤ 5. Òîãäà â ïàðîñî÷åòàíèå íå âîøëè 20− 2m
òåííèñèñòîâ. Èç íèõ êàæäûé ñ êåì-òî èãðàë, íî íèêòî íå èãðàë ìåæäó ñîáîé,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñôîðìèðîâàòü åù¼ îäíó ïàðó. Äëÿ êàæ-
äîãî èç 20 − 2m òåííèñèñòîâ ðàññìîòðèì åãî èãðó ñ êåì-òî èç 2m ó÷àñòíèêîâ
ïàðîñî÷åòàíèÿ. Òîãäà âñå ýòè ïîåäèíêè áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè, è ê íèì
äîáàâÿòñÿ åù¼ m ïîåäèíêîâ ìåæäó ó÷àñòíèêàìè ïàð. Âñåãî ïîëó÷èòñÿ 20−m
èãð, ÷òî íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü 14, îòêóäà m ≥ 6 � ïðîòèâîðå÷èå.



Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2015 � 2016 ó÷åáíûé ãîä

9 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ñõåìà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå.

f
f f

d e e
d d e c

a b b c c
a a b 8 9 9

6 6 7 7 8 8 9
1 2 6 7 3 4 5 5

1 1 2 2 3 3 4 4 5

2. Îòâåò: x ∈ {17, 19, 21}.

Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî [a] ≤
a < [a]+1. Ñëåäîâàòåëüíî, x+5

2
≤ 2x−1

3
< x+5

2
+1, òî åñòü 3x+15 ≤ 4x−2 < 3x+21,

è 17 ≤ x < 23. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî x+5
2

öåëîå, ïîýòîìó x òàêæå öåëîå, è îíî
íå÷¼òíî. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ÷èñëà x = 17, 19, 21, è âñå îíè ïîäõîäÿò ïðè
ïðîâåðêå.

3. Îòâåò: 540◦

7
, 540◦

7
, 180◦

7
.

Ïóñòü AC � îñíîâàíèå. Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó B, ïåðåñåêàÿ
îñíîâàíèå â òî÷êå D, òî îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ èìååò ïðÿìîé èëè
òóïîé óãîë â âåðøèíå D. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî ADB. Òîãäà
ìîæíî ïîëîæèòü ∠DAB = ∠DBA = x. Ìû òàêæå çíàåì, ÷òî ∠BCD = x è
∠BDC = 2x (âíåøíèé óãîë). Òðåòèé óãîë òðåóãîëüíèêà DBC äîëæåí áûòü
ðàâåí x èëè 2x, è òîãäà ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 4x èëè 5x. Ýòè
âàðèàíòû íå ïîäõîäÿò, òàê êàê x îêàçûâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîõîæäåíèÿ ïðÿìîé ÷åðåç îäèí èç êîíöîâ îñíîâà-
íèÿ. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî òî÷êà C. Ïóñòü òîãäà
E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåä¼ííîé ïðÿìîé ñî ñòîðîíîé AB. Ïóñòü y � âåëè÷è-
íà óãëà ïðè îñíîâàíèè. Ïîíÿòíî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå AEC óãëû ïðè âåðøèíàõ
A è C íå ðàâíû, ïîýòîìó âîçíèêàþò äâà âàðèàíòà.



Åñëè óãîë AEC ðàâåí y, òî óãîë ACE ðàâåí 180◦−2y, è ∠BCE = y−∠ACE =
3y − 180◦. Òàêæå ÿñíî, ÷òî óãîë ïðè âåðøèíå B ñîñòàâëÿåò 180◦ − 2y. Òîãäà,
ïîñêîëüêó óãîë BEC òóïîé, äâà äðóãèõ óãëà ýòîãî òðåóãîëüíèêà îêàçûâàþòñÿ
ðàâíû, è 180◦−2y = 3y−180◦. È çäåñü òàêæå ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà ïðè îñíîâàíèè
îêàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé, ðàâíîé 72 ãðàäóñàì.

Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà â òðåóãîëüíèêå AEC ðàâíû óãëû ïðè
âåðøèíàõ E è C. Êàæäûé èç íèõ ðàâåí 90◦ − y/2. Òîãäà íà BCE ïðèõîäèòñÿ
y − (90◦ − y/2) = 3y/2 − 90◦, è ýòà âåëè÷èíà äîëæíû áûòü ðàâíà óãëó ïðè
âåðøèíå B âåëè÷èíîé 180◦ − 2y, òàê êàê óãîë ïðè âåðøèíå E â òðåóãîëüíèêå
BEC òóïîé. Îòñþäà 3y/2 − 90◦ = 180◦ − 2y, è ïîëó÷àåòñÿ y = 540◦

7
. Óãîë ïðè

âåðøèíå B ðàâåí 180◦

7
; âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ.

4. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, èìååì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî(
a− b+ c+ d+ e

2

)2

+ b2 + c2 + d2 + e2 ≥ (b+ c+ d+ e)2

4
.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî b2 + c2 + d2 + e2 ≥ (b+c+d+e)2

4
. Ýòî ñëåäóåò èç ëåãêî

ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà x2 + y2 ≥ (x+y)2

2
. Îíî ðàâíîñèëüíî (x − y)2 ≥ 0, è

ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè x = y. Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî äâàæäû, ïîëó÷àåì
b2 + c2 + d2 + e2 ≥ 1

2
(b+ c)2 + 1

2
(d+ e)2 ≥ 1

4
(b+ c+ d+ e)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè a = b+c+d+e
2

, à òàêæå ïðè b = c,
d = e, b+ c = d+ e, òî åñòü b = c = d = e, a = 2b.

5. Îòâåò: 9 êîìàíä.

Îáùåå ÷èñëî èãð ðàâíî 3n(3n−1)/2, îíî æå � îáùåå ÷èñëî ïîáåä. Äëÿ êîìàíä
ïåðâîé è âûñøåé ëèãè ìîæíî ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòü ÷èñëî ïîáåä ðàâíûì 5k
è 7k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 12k = 3n(3n− 1)/2, òî åñòü k = n(3n− 1)/8. Â ÷àñòíîñòè,
n(3n− 1) êðàòíî âîñüìè.

Êîìàíäû ïåðâîé ëèãè ïðîâåëè ìåæäó ñîáîé 2n(2n− 1)/2 = n(2n− 1) èãð, è â
ñóììå îäåðæàëè êàê ìèíèìóì ñòîëüêî ïîáåä. Ýòî êîëè÷åñòâî íå ïðåâîñõîäèò
5k, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî n(2n − 1) ≤ 5n(3n − 1)/8. Ñîêðàùàÿ íà n è
óïðîùàÿ, ïðèõîäèì ê 8(2n − 1) ≤ 5(3n − 1), îòêóäà n ≤ 3. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
n(3n− 1) äåëèòñÿ íà 8, ïîäõîäèò òîëüêî n = 3.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òóðíèð ñ òàêèìè äàííûìè âîçìîæåí. Èç ðåøåíèÿ ÿñíî,
÷òî êîìàíäû ïåðâîé ëèãè âûèãðûâàëè òîëüêî äðóã ó äðóãà, è â ñóììå íàáðàëè
6 ·5/2 = 15 î÷êîâ. À êîìàíäû âûñøåé ëèãè íàáðàëè â ñóììå 3 î÷êà âî âñòðå÷àõ
ìåæäó ñîáîé, âûèãðàâ âñå 18 èãð ñ êîìàíäàìè ïåðâîé ëèãè, òî åñòü íàáðàëè
âìåñòå 21 î÷êî. Îòíîøåíèå 15 : 21 è åñòü 5 : 7.
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10 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 10.

Ñóììà öèôð îò 1 äî 9 ðàâíà 45. Åñëè ìû ðàçáèâàåì ÷èñëà íà ãðóïïû, è ñóììû
âåçäå ðàâíû S, òî S äåëèò 45 è íå ðàâíî 45. Òàêæå S ≥ 9, òàê êàê öèôðà 9
âõîäèò â ãðóïïó. Ïîëó÷àåòñÿ äâà âàðèàíòà: S = 9 èëè S = 15.

Åñëè S = 9, òî 9 èä¼ò îòäåëüíî, 8 ìîæåò âõîäèòü òîëüêî ñ 1, 7 òîëüêî ñ 2, è
òàê æå 6+3, 5+4. Ýòî îäèí ñïîñîá.

Ïóñòü S = 15. Òîãäà 9 èä¼ò âìåñòå ñ ÷èñëàìè, â ñóììå äàþùèìè 6, è âàðèàíòû
òàêèå:

à) 9+6

á) 9+5+1

â) 9+4+2

ã) 9+3+2+1

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ñìîòðèì íà ãðóïïó, êóäà âõîäèò 8. Åñëè ýòà âòîðàÿ ãðóï-
ïà ñôîðìèðîâàíà, òî òðåòüÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. ×èñëî 8 èä¼ò ñ ñóììîé,
ðàâíîé 7, è ýòî ëèáî 7, ëèáî 6+1, ëèáî 5+2, ëèáî 4+3, ëèáî 4+2+1.

Äëÿ à) ïîäõîäÿò 4 èç ýòèõ ñëó÷àåâ (êðîìå 6+1), äëÿ á) è â) ïî 2 ñëó÷àÿ, äëÿ ã)
âñåãî îäèí ñëó÷àé (òîëüêî 7). Èòîãî 4+2+2+1=9. Âìåñòå ñ îäíèì ñëó÷àåì äëÿ
S = 9 ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâûé îòâåò 10.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ac ≤ 1. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ f(x) = x, çàïèñàííîãî â âèäå
ax2−2x+ c = 0, èìåþòñÿ êîðíè, ïîñêîëüêó ïðèâåä¼ííûé äèñêðèìèíàíò D/4 =
1− ac íåîòðèöàòåëåí. Èç f(x) = x ñëåäóåò, ÷òî f(f(x)) = f(x) = x, òî åñòü ýòè
êîðíè áûëè áû ðåøåíèÿìè òîãî óðàâíåíèÿ, ó êîòîðîãî èõ áûòü íå äîëæíî ïî
óñëîâèþ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ac < 1.

3. Îòâåò: 50.

Ðàññìîòðèì òî÷êó B′, ñèììåòðè÷íóþ B îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî õîðäå AC. Òðåóãîëüíèêè ABC è CB′A ðàâíû, ïîýòîìó ïëîùàäè
ABCD è AB′CD òîæå ðàâíû.

Äóãè BC è CD áûëè ðàâíû, òàê êàê íà íèõ îïèðàëèñü ðàâíûå âïèñàííûå
óãëû. Òåïåðü ó íàñ ðàâíû äóãè AB′ è CD. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AD ∥ B′C, òî



åñòü ïåðåä íàìè ðàâíîáî÷íàÿ òðàïåöèÿ. Å¼ ïëîùàäü íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû
ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà AC = 10. Çíà÷èò, ïëîùàäü
íå ïðåâîñõîäèò 50. Ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè
âîçìîæíî (ñëó÷àé, êîãäà ABCD � êâàäðàò), ýòî çíà÷åíèå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ,
òî åñòü îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âîçìîæíûì.

4. Êàæäîìó ñëàãàåìîìó ñîïîñòàâèì ñòîëáèê èç êëåòîê ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòû.
Ðàññòàâèì ñòîëáèêè ñëåâà íàïðàâî ïî íåâîçðàñòàíèþ. Äëÿ ÷èñëà 800 èõ ñòà-
íåò 299. Ïðèñòàâèì ñëåâà ñòîëáèê âûñîòîé 200. Òîãäà ñòîëáèêîâ ñòàíåò 300,
íåâîçðàñòàíèå ñîõðàíèòñÿ, à ïëîùàäü ôèãóðû èç êëåòîê ñòàíåò ðàâíà 1000.

Ïåðåâåðí¼ì ôèãóðó ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïðÿìîãî óãëà (ñ
âåðøèíîé ñëåâà âíèçó). Ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà èç 200 ñòîëáèêîâ òîé æå ïëîùàäè,
ñ òåì æå ñâîéñòâîì íåâîçðàñòàíèÿ. Êðàéíèé ñëåâà ñòîëáèê èìååò âûñîòó 300.
Åñëè åãî óäàëèòü, òî ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 700 â âèäå ñóììû 199
íåâîçðàñòàþùèõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå 300.

Òåì ñàìûì, ìû óñòàíîâèëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òåìè è
äðóãèìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâà îäèíàêîâû.

5. Îòâåò: ëèáî ÷èñëà ðàâíû 1, ëèáî 4, 4,−5.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé x + y + z = 3, x3 + y3 + z3 = 3. Çàìåòèì, ÷òî
x3+y3 = (x+y)3−3(x+y)xy, îòêóäà 3−z3 = (3−z)3−3(3−z)xy. Ðàñêðûâàÿ ñêîá-
êè è óïðîùàÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó xy = −3z+ 8

3−z
(äåëåíèå íà 3−z âîçìîæíî,

òàê êàê èç óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî z ̸= 3). Òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 3−z äåëèò
8, òî åñòü ðàâíî±1,±2,±4,±8. Çíà÷åíèÿì x+y = 3−z = 1, 2, 4, 8,−1,−2,−4,−8
ïî ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ xy = 2, 1, 5, 16,−20,−19,−23,−34 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ êàæäîé ïàðû çíà÷åíèé x + y è xy ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùåå
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Äèñêðèìèíàíòû ýòèõ óðàâíåíèé ðàâíû D = (x + y)2 −
4xy è ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ −7, 0,−4, 0, 81, 80, 108, 200. Öåëî÷èñ-
ëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî â òð¼õ ñëó÷àÿõ (äèñêðèìèíàíò äîëæåí
áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà). Â ïåðâîì èç òàêèõ ñëó÷àåâ x + y = 2, xy = 1,
îòêóäà x = y = 1. Ïðè ýòîì z = 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå x+ y = 8, xy = 16, îòêóäà
x = y = 4, z = −5. Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå x + y = −1, xy = −20, òî åñòü
x, y � ýòî ÷èñëà −5 è 4. Ïðè ýòîì z = 4. Ýòî äà¼ò âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå
ðåøåíèÿ.


