
Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

6 ÊËÀÑÑ

1. Íà îñòðîâå êàæäûé æèòåëü ëèáî ðûöàðü (âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó), ëèáî ëæåö
(âñåãäà ëæåò), ëèáî îáû÷íûé ÷åëîâåê (ìîæåò êàê ãîâîðèòü ïðàâäó, òàê è ëãàòü).
Ðûöàðè ñ÷èòàþòñÿ ëþäüìè âûñøåãî ðàíãà, îáû÷íûå ëþäè �� ñðåäíåãî, à ëæå-
öû �� íèçøåãî. À, Â è Ñ �� æèòåëè ýòîãî îñòðîâà. Îäèí èç íèõ �� ðûöàðü,
äðóãîé �� ëæåö, à òðåòèé �� îáû÷íûé ÷åëîâåê. À è Â ñêàçàëè ñëåäóþùåå.

À: ¾Â ïî ðàíãó âûøå, ÷åì Ñ.¿

Â: ¾Ñ ïî ðàíãó âûøå, ÷åì À.¿

×òî îòâåòèë Ñ íà âîïðîñ: ¾Êòî âûøå ïî ðàíãó �� À èëè Â?¿

2. Äëèíó ïðÿìîóãîëüíèêà óâåëè÷èëè â ïîëòîðà ðàçà. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ íóæ-
íî óìåíüøèòü åãî øèðèíó, ÷òîáû â èòîãå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà óâåëè÷è-
ëàñü íà 5%?

3. Èìååòñÿ 10 êîìïüþòåðîâ. Ëþáûå äâà èç íèõ ñîåäèíåíû êàáåëåì ëèáî êðàñ-
íîãî, ëèáî ñèíåãî öâåòà. Âñåãäà ëè ìîæíî âûáðàòü îäèí èç ýòèõ äâóõ öâåòîâ
òàê, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ êàáåëåé òîëüêî ýòîãî öâåòà ëþáîé èç äåñÿòè êîìïüþòå-
ðîâ ìîã ñîåäèíèòüñÿ ñ ëþáûì èç îñòàëüíûõ (âîçìîæíî, ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå
êîìïüþòåðû)?

4. Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü òàêîå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêàõ åãî öèôð
ïîëó÷àòñÿ òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ïðè äåëåíèè íà 7 äàþùèå â îñòàòêå âñå çíà÷åíèÿ
îò 1 äî 6?

5. Ñóììà êâàäðàòîâ òð¼õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îêàí÷èâàåòñÿ íóë¼ì. Âåðíî ëè, ÷òî
èõ ïðîèçâåäåíèå òîæå îêàí÷èâàåòñÿ íóë¼ì?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Â íåêîòîðîé êîìïàíèè èç 5 ÷åëîâåê êàæäûé ÿâëÿåòñÿ èëè ðûöàðåì, èëè ëæå-
öîì. Ðûöàðè âñåãäà ñîîáùàþò ïðàâäó, ëæåöû âñåãäà ãîâîðÿò íåïðàâäó. Èç-
âåñòíî, ÷òî ðûöàðè ñðåäè íèõ òî÷íî èìåþòñÿ. Ó÷àñòíèêàì âûäåëè íîìåðà îò
1 äî 5. Êàæäûé èç íèõ íàïèñàë íà áóìàæêå îòâåò íà âîïðîñ, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ
ñóììà íîìåðîâ âñåõ ðûöàðåé. Çàòåì áóìàæêè ïåðåìåøàëè, è îêàçàëîñü, ÷òî
íà íèõ áûëè íàïèñàíû ÷èñëà 8, 8, 9, 10, 10. Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì òî÷íî
óñòàíîâèòü, êòî ðûöàðü, à êòî ëæåö?

2. Â îäíîì ñîñóäå 100 ëèòðîâ âîäû, à äðóãîé � ïóñòîé. Ïîëîâèíó âîäû ïåðåëèëè
èç ïåðâîãî ñîñóäà âî âòîðîé. Çàòåì èç âòîðîãî ñîñóäà ïåðåëèëè ïîëîâèíó âî-
äû â ïåðâûé è ò. ä. Íà êàæäîå ïåðåëèâàíèå çàòðà÷èâàþò îäíó ìèíóòó. ×åðåç
ñêîëüêî ìèíóò êîëè÷åñòâî âîäû âî âòîðîì ñîñóäå âïåðâûå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò
óäâîåííîãî êîëè÷åñòâà âîäû â ïåðâîì ñîñóäå íå áîëåå, ÷åì íà îäèí ëèòð?

3. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êëåòîê äîñêè 6 × 6 ìîæíî ïîêðàñèòü òàê, ÷òîáû íè-
êàêèå äâå çàêðàøåííûå êëåòêè íå ñîïðèêàñàëèñü (äàæå â îäíîé òî÷êå)?

4. Èìååòñÿ 12 êîìïüþòåðîâ. Ëþáûå äâà èç íèõ ñîåäèíåíû êàáåëåì îäíîãî èç òð¼õ
öâåòîâ: êðàñíîãî, ñèíåãî èëè æ¼ëòîãî. Âñåãäà ëè ìîæíî âûáðàòü îäèí èç ýòèõ
òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ êàáåëåé òîëüêî ýòîãî öâåòà ëþáîé èç äâåíà-
äöàòè êîìïüþòåðîâ ìîã ñîåäèíèòüñÿ ñ ëþáûì èç îñòàëüíûõ (âîçìîæíî, ÷åðåç
ïðîìåæóòî÷íûå êîìïüþòåðû)?

5. Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíó-
ëåâûõ öèôð, ó êîòîðûõ íèêàêàÿ ïåðåñòàíîâêà öèôð íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
÷èñëà, êðàòíîãî 7?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Â íåêîòîðîé êîìïàíèè èç 5 ÷åëîâåê êàæäûé ÿâëÿåòñÿ èëè ðûöàðåì, èëè ëæå-
öîì. Ðûöàðè âñåãäà ñîîáùàþò ïðàâäó, ëæåöû âñåãäà ãîâîðÿò íåïðàâäó. Èçâåñò-
íî, ÷òî ðûöàðè ñðåäè íèõ òî÷íî èìåþòñÿ. Êàæäûé ðûöàðü çàäóìàë ÷èñëî 1,
êàæäûé ëæåö çàäóìàë ÷èñëî 2, î ÷¼ì âñåì ñòàëî èçâåñòíî. Äàëåå ïðîçâó÷àëî
5 çàÿâëåíèé: ó÷àñòíèêè äðóã çà äðóãîì ïîñëåäîâàòåëüíî çàÿâèëè, ÷òî ñóììà
âñåõ çàãàäàííûõ ÷èñåë ðàâíà 8, 7, 6, 7, 8. Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì òî÷íî
óñòàíîâèòü, êòî ðûöàðü, à êòî ëæåö?

2. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû øåñòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâîé ñóììîé öèôð.

3. Àëëà è Áîðèñ ïî î÷åðåäè áåðóò êîíôåòû èç êîðîáêè. Çà îäèí õîä êàæäûé èç
íèõ ìîæåò âçÿòü îäíó, äâå èëè òðè êîíôåòû, íî íå ìîæåò ïðè ýòîì ïîâòîðèòü
ïîñëåäíèé õîä ñîïåðíèêà. Âñåãî â êîðîáêå 200 êîíôåò. Ïðîèãðàåò òîò, êòî íå
ñìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä. Ñìîæåò ëè Àëëà îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó, åñëè
îíà íà÷èíàåò èãðó ïåðâîé?

4. Äàí êâàäðàò ABCD. Íà ïðîäîëæåíèè äèàãîíàëè AC çà òî÷êó C îòìå÷åíà
òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî BK = AC. Íàéòè óãîë CBK.

5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b òàêîâû, ÷òî ab = 1. Äîêàçàòü ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
íåðàâåíñòâî

a

a2 + 3
+

b

b2 + 3
≤ 1

2
.
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Â êîìïàíèè èç ñåìè ÷åëîâåê êàæäûé ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðûöàðåì, è âñåãäà ãîâî-
ðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåöîì, è âñåãäà ãîâîðèò íåïðàâäó. Èçâåñòíî, ÷òî ðûöàðÿìè
ÿâëÿþòñÿ íå âñå ó÷àñòíèêè. Ïåðâûé èç ÷ëåíîâ êîìïàíèè ñêàçàë, ÷òî ÷èñëî
ëæåöîâ äåëèòñÿ íà 1, âòîðîé ñêàçàë, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 2, òðåòèé � ÷òî äå-
ëèòñÿ íà 3, è òàê äàëåå, è ñåäüìîé ñêàçàë, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 7. Ìîæíî ëè
ïî ýòîé èíôîðìàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, êåì ÿâÿëåòñÿ òðåòèé ó÷àñòíèê �
ðûöàðåì èëè ëæåöîì?

2. Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ[ x

10

]
=

[ x

11

]
+ 1,

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

3. Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó. Íà ýêðàíå êîìïüþòåðà èçîáðàæåíà êëåò÷àòàÿ òàá-
ëèöà ðàçìåðîì 20× 17. Ñïðàâà îò êàæäîé ñòðîêè èìååòñÿ ìàëåíüêàÿ êðàñíàÿ
êíîïî÷êà. Òàêæå ñíèçó îò êàæäîãî ñòîëáöà èìååòñÿ ïî òàêîé æå êíîïî÷êå. Çà
îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ íàæàòü êóðñîðîì ëèáî íà êíîïî÷êó ñïðàâà, è òîãäà èñ-
÷åçàåò îäíà ñòðîêà, ëèáî íà êíîïî÷êó ñíèçó, è òîãäà èñ÷åçíåò îäèí ñòîëáåö.
Ïîáåæäàåò òîò, êòî ñäåëàë â èãðå ïîñëåäíèé èç õîäîâ.

Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: òîò, êòî õîäèò ïåðâûì, èëè åãî ñîïåð-
íèê?

4. Â ñåãìåíò êðóãà, äóãà êîòîðîãî èìååò óãëîâóþ âåëè÷èíó 120◦, âïèñàí êâàäðàò
ñî ñòîðîíîé

√
19− 2. Íàéòè ðàäèóñ êðóãà.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå
(6x+ 5)2(3x+ 2)(x+ 1) = 35.
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Äåñÿòü ÷åëîâåê ïðèøëè â ãîñòè â ãîëîâíûõ óáîðàõ. ×åðåç êàêîå-òî âðåìÿ îíè
íà÷àëè óõîäèòü äîìîé ïî îäíîìó. Êàæäûé ÷åëîâåê, óõîäÿ, íàäåâàë ëþáîé ãî-
ëîâíîé óáîð, êîòîðûé íàëåçàë íà åãî ãîëîâó. Åñëè òàêîãî íå íàõîäèëîñü, òî
÷åëîâåê óõîäèë áåç ãîëîâíîãî óáîðà. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå ÷èñëî ãîñòåé, êî-
òîðîå ìîãëî óéòè áåç ãîëîâíîãî óáîðà? (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû ãîëîâ ó
âñåõ áûëè ðàçíûå.)

2. Èç ñîñóäà, íàïîëíåííîãî ÷èñòûì ãëèöåðèíîì, îòëèëè ëèòð ãëèöåðèíà, à âçàìåí
äîëèëè ëèòð âîäû. Ïîñëå ïåðåìåøèâàíèÿ ñíîâà îòëèëè ëèòð ñìåñè è äîëèëè
ëèòð âîäû. Íàêîíåö, îïÿòü ïîñëå ïåðåìåøèâàíèÿ îòëèëè ëèòð ñìåñè è äîëèëè
ëèòð âîäû. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé êîëè÷åñòâî âîäû â ñîñóäå îêàçàëîñü â
ñåìü ðàç áîëüøå ïî îáúåìó îñòàâøåãîñÿ â íåì ãëèöåðèíà. Êàêîâ îáúåì ñîñóäà?

3. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè, ïëîùàäü êîòîðîãî
ðàâíà 10

√
2?

4. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ√
(b− 3)2 + (a− 2b− 2)2 +

√
(a+ b)2 + (a− b)2 +

√
(a− 7)2 + (b− 3)2.

5. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 1 è 4 êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðàçîì.
Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ îáåèõ äàííûõ îêðóæíîñòåé è ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòðû.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè

2017 � 2018 ó÷åáíûé ãîä

6 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: C îòâåòèë, ÷òî B âûøå A.

Äîïóñòèì, ÷òî À ðûöàðü. Òîãäà îí ñêàçàë ïðàâäó, òî åñòü ïîðÿäîê æèòåëåé ïî
ðàíãó èìååò âèä ÀÂÑ. Â ýòîì ñëó÷àå Ñ ëæåö, è îí äîëæåí ïîñòàâèòü Â âûøå
À.

Ïóñòü À íå ðûöàðü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðûöàðåì ÿâëÿåòñÿ Â. Îí ïîñòàâèë Ñ
âûøå À, è ýòî ïðàâäà, òî åñòü ïîðÿäîê èìååò âèä ÂÑÀ. Íî òîãäà À ëæåö, è
îí íå ìîã ñêàçàòü, ÷òî Â âûøå Ñ. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî Ñ ìîæåò áûòü
ðûöàðåì. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Â ñêàçàë ïðàâäó, òî åñòü îí íå ëæåö, è
ëæåöîì ÿâëÿåòñÿ À. Ïðè ýòîì ðûöàðü Ñ â îòâåòå íà âîïðîñ äîëæåí ïîñòàâèòü
Â âûøå À, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî Â � îáû÷íûé ÷åëîâåê.

2. Îòâåò: íà 30%.

Óâåëè÷åíèå íà 5 ïðîöåíòîâ � ýòî óìíîæåíèå íà êîýôôèöèåíò 1,05. Äëèíà óâå-
ëè÷èëàñü â ïîëòîðà ðàçà, òî åñòü óìíîæèëàñü íà 1,5. Òîãäà øèðèíà äîëæíà
óìíîæèòüñÿ íà 1,05:1,5=0,7. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîèçîøëî óìåíüøåíèå øèðèíû
íà 30 ïðîöåíòîâ (âìåñòî 100 ñòàëî 70).

3. Îòâåò: äà, âñåãäà.

Êîëè÷åñòâî êîìïüþòåðîâ çäåñü ðîëè íå èãðàåò. Áóäåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî îáú-
åäèíÿòü â ñåòü, èñïîëüçóÿ êàáåëè ëèøü îäíîãî èç öâåòîà.

Åñëè êîìïüþòåðîâ äâà, òî îíè ñîåäèíåíû êàáåëåì êàêîãî-òî öâåòà. Åãî ìû è
âûáèðàåì.

Ðàññìîòðèì òðåòèé êîìïüþòåð. Îí ëèáî ñîåäèí¼í êàáåëåì òîãî æå öâåòà õîòÿ
áû ñ îäíèì èç ïðåäûäóùèõ, è òîãäà ìû èç íèõ ñòðîèì ñåòü ñ êàáåëÿìè äàííîãî
öâåòà. Ëèáî òðåòèé êîìïüþòåð ñîåäèí¼í ñ êàæäûì èç ïðåäûäóùèõ êàáåëÿìè
ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà. Òîãäà îò ïðåäûäóùåé ñåòè îòêàçûâàåìñÿ, ìåíÿÿ öâåò.
Òðè êîìïüþòåðà áóäóò â èòîãå ñîåäèíåíû â ñåòü ïðè ïîìîùè êàáåëåé îäíîãî
öâåòà.

Äàëüøå ðàññìàòðèâàåì ÷åòâ¼ðòûé êîìïüþòåð, è ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Îí
ëèáî ñîåäèí¼í êàáåëåì òîãî æå öâåòà õîòÿ áû ñ îäíèì èç ïðåäûäóùèõ, è òîãäà
ìû èç íèõ ñòðîèì ñåòü ñ êàáåëÿìè äàííîãî öâåòà. Ëèáî ÷åòâ¼ðòûé êîìïüþòåð



ñîåäèí¼í ñ êàæäûì èç ïðåäûäóùèõ êàáåëÿìè ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà. Òîãäà
îò ïðåäûäóùåé ñåòè îòêàçûâàåìñÿ, ìåíÿÿ öâåò. ×åòûðå êîìïüþòåðà áóäóò â
èòîãå ñîåäèíåíû â ñåòü ïðè ïîìîùè êàáåëåé îäíîãî öâåòà.

È òàê äàëåå, ïðèìåíÿÿ îïèñàííûé ïðîöåññ, ïîñòåïåííî ïðèõîäèì ê ñåòè èç 10
êîìïüþòåðîâ.

4. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Âñå öèôðû ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàçíûå, è ñðåäè íèõ íåò íóëåé. Ïåðâîå òàêîå
÷èñëî � ýòî 123. Íà÷èíàåì åãî ïðîâåðÿòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî íå ïîäõîäèò,
òàê êàê 231 äåëèòñÿ íà 7 íàöåëî, òî åñòü äà¼ò â îñòàòêå 0. Ïðîáóåì ñëåäóþùåå
÷èñëî 124. Ïåðåñòàíîâêè åãî öèôð 124, 142, 214, 241, 412, 421 ïðè äåëåíèè íà 7
äàþò â îñòàòêå 5, 2, 4, 3, 6, 1 ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü òàêîå ÷èñëî íàì ïîäõîäèò.

5. Îòâåò: äà, âåðíî.

Ñóììà êâàäðàòîâ òð¼õ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2 è íà 5. Çíà÷èò, ñðåäè ÷èñåë èìåþòñÿ
÷¼òíûå. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 2.

Ïðîñëåæèâàÿ ïî òàáëèöå óìíîæåíèÿ, íà êàêèå öèôðû ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ
îäèí èç êâàäðàòîâ, ìû ïîëó÷àåì âàðèàíòû 0, 1, 4, 5, 6, 9. Ïðè äåëåíèè íà 5 â
îñòàòêå ïîëó÷àåòñÿ 0, 1 èëè 4. Åñëè ñëîæèòü òðè ÷èñëà ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè
áåç ó÷àñòèÿ íóëÿ, òî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ 1+1+1, èëè 1+1+4, èëè 1+4+4, èëè
4+4+4. Íè â îäíîì èç ñëó÷àåâ ñóììà îñòàòêîâ íå äåëèòñÿ íà 5. Çíà÷èò, îñòàòîê
0 ãäå-òî äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç òð¼õ íàøèõ ÷èñåë
äåëèòñÿ íà 5. Òîãäà è ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 5.

Ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ è íà 2, è íà 5. Ïîýòîìó îíî
äåëèòñÿ íà 10, òî åñòü îêàí÷èâàåòñÿ íóë¼ì.



Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç

ãóáåðíàòîðà îáëàñòè
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7 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Îäíî èç çíà÷åíèé 8, 9, 10 äîëæíî áûòü ïðàâäèâûì, òàê êàê ðûöàðè åñòü. Ïðè
ýòîì ïðàâäèâîå çíà÷åíèå äàëè ðûöàðè è òîëüêî îíè. Åñëè ýòî 8, òî ðûöàðåé
ðîâíî äâà. Åñëè 10, òî òîæå äâà. Åñëè 9, òî ðûöàðü îäèí. Òóò ñðàçó âèäíî, ÷òî
ïîñëåäíèé ñëó÷àé íåîâçìîæåí. Òàêæå ÿñíî, ÷òî ñóììà íîìåðîâ äâóõ ðûöàðåé
íå áîëüøå 9. Çíà÷èò, 10 áûòü íå ìîãëî, è ñóììà ðàâíà 8. Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî
äëÿ ÷èñåë 3 è 5. Çíà÷èò, îáëàäàòåëè íîìåðîâ 3 è 5 � ðûöàðè, è èìåííî îíè
äàëè îòâåò 8. À âñå îñòàëüíûå, ïîä íîìåðàìè 1, 2, 4 � ýòî ëæåöû, è èõ îòâåòû
ïðàâäîé íå ÿâëÿþòñÿ.

2. Îòâåò: ÷åðåç 7 ìèíóò.

Ïðè æåëàíèè, çäåñü ìîæíî âåñü ïðîöåññ ïðîíàáëþäàòü íàïðÿìóþ, òî åñòü ïðî-
äåëàòü âñå 7 øàãîâ.

Ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå. ×åðåç ìèíóòó êîëè÷åñòâî âîäû â ïåðâîì è âòîðîì
ñîñóäå ðàâíî 50 è 50, è 2 · 50 − 50 = 50, òî åñòü óäâîåííîå êîëè÷åñòâî âîäû â
ïåðâîì ñîñóäå îòëè÷àåòñÿ íà 50 îò êîëè÷åñòâà âî âòîðîì ñîñóäå. ×òî áóäåò
åù¼ ÷åðåç äâå ìèíóòû? Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñîñóäàõ áóäåò 75/2 è 125/2, è
èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà ñîñòàâèò 75 − 125/2 = 25/2, òî åñòü îíà â 4 ðàçà
óìåíüøèòñÿ.

Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîòîìó ÷òî åñëè áûëî 100−x è x, è ïåðåëèâàòü íàäî â
ïåðâûé ñîñóä, òî ÷åðåç ìèíóòó ñòàíåò 100−x/2 è x/2. Åù¼ ÷åðåç ìèíóòó, ïîñëå
ïåðåëèâàíèÿ âî âòîðîé ñîñóä, áóäåò 50−x/4 è 50+x/4. Ñðàâíèì äâå âåëè÷èíû:
2(100 − x) − x = 200 − 3x; 2(50 − x/4) − (50 + x/4) = 50 − 3x/4. Ïðîèçîøëî
óìåíüøåíèå â 4 ðàçà. Òîãäà ïîñëå ïÿòè ìèíóò îò íà÷àëà èíòåðåñóþùàÿ íàñ
ðàçíèöà ñîñòàâèò 25/8, à ïîñëå ñåìè áóäåò 25/32, ÷òî ìåíüøå îäíîãî ëèòðà.

3. Îòâåò: 9 êëåòîê.

Äîñêó ìîæíî ðàçáèòü íà 9 êâàäðàòèêîâ 2 × 2. Â êàæäîì èç íèõ ëþáûå äâå
êëåòêè ñîïðèêàñàþòñÿ. Çàêðàøåíî èç íèõ íå áîëåå îäíîé. Çíà÷èò, çàêðàøåí-
íûõ êëåòîê íå áîëüøå 9. Ïðè ýòîì 9 êëåòîê çàêðàñèòü ëåãêî: âûáèðàåì ëåâóþ
íèæíþþ êëåòêó â êàæäîì èç óêàçàííûõ êâàäðàòèêîâ 2x2.



4. Îòâåò: íåò, íå âñåãäà.

Ðàçîáü¼ì 12 êîìïüþòåðîâ íà òðè ãðóïïû A, B, C ïî 4 êîìïüþòåðà â êàæäîé.
Ðàñêðàñèì â êðàñíûé öâåò âñå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó êîìïüþòåðàìè âíóòðè A, à
òàêæå ìåæäó êîìïüþòåðàìè èç B è C. ßñíî, ÷òî ïðè ïîìîùè êðàñíîãî öâåòà íå
êàæäûé êîìïüþòåð ìîæåò ñâÿçàòüñÿ ñ êàæäûì. Äàëåå, àíàëîãè÷íî ðàñêðàñèì â
ñèíèé öâåò âñå ñîåäèíåíèÿ òèïà B-B è A-C, à â æ¼ëòûé öâåò � ñîåäèíåíèÿ òèïà
C-C è A-B. Íè îäèí èç òð¼õ öâåòîâ ïðè òàêîé ñõåìå ñîåäèíåíèé íå ïîçâîëÿåò
êàæäîìó èç êîìïüþòåðîâ ñâÿçàòüñÿ ñ êàæäûì.

5. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóþò.

Ïðèìåð ÷èñëà èç óñëîâèÿ íàõîäèòñÿ ïîäáîðîì. Äëÿ íà÷àëà ìîæíî âðåìåííî
îòìåíèòü îäíî èç óñëîâèé, è ðàññìîòðåòü ÷èñëà, â êîòîðûõ öèôðà 1 âñòðå÷àåòñÿ
äâà ðàçà. Ýòî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ïåðåáèðàåìûõ âàðèàíòîâ. Äàëåå ìîæíî
îäíó èç öèôð 1 çàìåíèòü íà 8, è ïðè ýòîì íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé èìååò âèä 1123. Çäåñü âîçìîæíî 12 ðàçíûõ ïåðåñòàíîâîê
÷èñåë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ïðèíöèïå ïðîâåðÿåòñÿ âðó÷íóþ. ×òîáû îáëåã÷èòü
ïåðåáîð, ìîæíî ïîñòóïèòü òàê.

Ïóñòü ÷èñëî èìååò âèä abcd. Òîãäà îíî ðàâíî 1000a+100b+10c+ d. Ïîñêîëüêó
ðå÷ü èä¼ò î äåëèìîñòè íà 7, êîýôôèöèåíòû ìîæíî çàìåíèòü íà èõ îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà 7, òî åñòü íà 6, 2 è 3. Ïî òîé æå ïðè÷èíå, âìåñòî 6 ìîæíî áðàòü
−1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå, ÷òî −a+ 2b+ 3c+ d íå êðàòíî 7.

Ïåðåáèðàåì 6 ñëó÷àåâ, êîãäà 1 âñòðå÷àåòñÿ íà ìåñòàõ 1,2, çàòåì 1,3, çàòåì 1,4,
äàëåå 2,3, ïîòîì 2,4, è â êîíöå 3,4. Ýòî âñåãî 6 ñëó÷àåâ. Âûðàæåíèå èç ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà ïðè ýòîì ðàâíî 1+3c+ d, 2+2b+ d, 2b+3c, 5− a+ d, 3− a+3c,
4− a + 2b ñîîòâåòñòâåííî. Â êàæäîì èç ýòèõ âàðèàíòîâ äâå ïåðåìåííûå ïîëà-
ãàåì ðàâíûìè 2 è 3 â òîì èëè äðóãîì ïîðÿäêå, è óáåæäàåìñÿ, ÷òî äåëèìîñòè
íà 7 íèãäå íå ïîÿâèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðîì íóæíîãî íàì ÷èñëà áóäåò 1238. Åñòü è äðóãèå ïðè-
ìåðû, íî ýòî îáíàðóæèòü ëåã÷å âñåãî.
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8 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Êîëè÷åñòâî ðûöàðåé â êîìïàíèè ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî 5. Åñëè
èõ áûëî k, òî ñóììà çàãàäàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè ÷èñåë ðàâíà k+2(5−k) =
10−k. Ñäåëàííûå çàÿâëåíèÿ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî ðûöàðåé â êîìïàíèè 2, 3, 4,
3, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Íî òðè èëè ÷åòûðå ðûöàðÿ äàëè áûëè 3 èëè 4 îäèíàêîâûõ
ïðàâäèâûõ îòâåòà. Çíà÷èò, ðûöàðåé ìîãëî áûòü òîëüêî äâà. Òîãäà ñóììà ÷èñåë
ðàâíà 8, è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðàâäó ñêàçàëè ïåðâûé è ïÿòûé. Îíè è ÿâëÿþòñÿ
ðûöàðÿìè, à îñòàëüíûå � ëæåöàìè.

2. Îòâåò: 165.

Íóæíî îïðåäåëèòü, ÷åìó äîëæíà áûòü ðàâíà ñóììà öèôð ó âñåõ ñëàãàåìûõ.
Èäåÿ â òîì, ÷òî åñëè îíà ñëèøêîì ìàëà, òî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ñ òàêîé ñóììîé
áóäåò ìàëî, è ïðèä¼òñÿ áðàòü òð¼õçíà÷íûå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáùàÿ ñóììà
ñòàíåò áîëüøîé. Åñëè æå, íàïðîòèâ, ñóììà öèôð ñëàãàåìûõ ñëèøêîì âåëèêà,
òî ýòî äàñò óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ñóììû.

×òîáû îáîéòèñü íå áîëåå ÷åì äâóçíà÷íûìè ÷èñëàìè, ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ñ
ñóììîé 5.Øåñòü íàèìåíüøèõ èç íèõ â ñóììå äàäóò 5+14+23+32+41+50 = 165.
Âàðèàíò ñ ñóììîé 4 äà¼ò 4 + 13 + 22 + 31 + 40 + 103, è ðåçóëüòàò ÿâíî áîëüøå.
Ïðè óìåíüøåíèè ñ 4 äî 3 è äàëåå, ïðèä¼òñÿ çàäåéñòâîâàòü êàê ìèíèìóì äâà
òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà, è îáùàÿ ñóììà ïðåâûñèò 200.

Åñëè èäòè â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ñóììû öèôð ñëàãàåìûõ è áðàòü 6, òî ïîëó-
÷èòñÿ 6 + 15 + 24 + 33 + 42 + 51. Çäåñü òàêæå 1 îäíîçíà÷íîå ñëàãàåìîå è 5
äâóçíà÷íûõ. Ïðîñòîå ïî÷ëåííîå ñðàâíåíèå ýòîãî âàðèàíòà ñ ðàññìîòðåííûì â
íà÷àëå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà òîëüêî ðàñò¼ò.

3. Îòâåò: íåò, íå ñìîæåò.

Íà÷í¼ì àíàëèçèðîâàòü èãðó ñ ñàìîãî íà÷àëà, âûïèñûâàÿ âñå âûèãðûøíûå õîäû
â äàííîé ïîçèöèè. Èõ áóäåì óêàçûâàòü â ñêîáêàõ ïîñëå êîëè÷åñòâà êîíôåò â
èñõîäíîé ïîçèöèè. Ýòî äà¼ò òàêîé ñïèñîê: 1 (1), 2 (2), 3 (3), 4 (2), 5 (), 6 (1,2,3),
7 (2), 8 (3), 9 (2), 10 () è òàê äàëåå. Äëÿ êàæäîãî î÷åðåäíîãî ÷èñëà ïî óæå
èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè ìû ïåðåáèðàåì òðè âàðèàíòà è ñìîòðèì, êàêèå èç íèõ
âåäóò ê âûèãðûøó. Íàïðèìåð, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè 5 êîíôåòàõ ïðîèãðûâàåò



ëþáîé èç õîäîâ, à ïðè 6 êîíôåòàõ ëþáîé õîä âûèãðûâàåò (ñêàæåì, õîä 2 âåä¼ò ê
ïîçèöèè 4, íî òàì âûèãðûâàåò òîëüêî 2, à ïîâòîðÿòü ïðåäûäóùèé õîä íåëüçÿ).

Åñëè ìû ïðîäîëæèì ñïèñîê äàëüøå, òî ïî îïèñàííîìó ïðèíöèïó ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå: 11 (1,2,3), 12 (2), 13 (3), 14 (2), 15 (), è çäåñü óæå ñòàíîâèòñÿ âèäíî,
÷òî ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì 5 îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî èñõîä èãðû, íî è íà-
áîð äîïóñòèìûõ âûèãðûâàþùèõ õîäîâ � ïîñêîëüêó âñ¼ îäíîçíà÷íî çàâèñèò îò
äàííûõ äëÿ òð¼õ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë. Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî íà÷èíàþùèé
âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî êîíôåò íå äåëèòñÿ íà 5.

Òàêèì îáðàçîì, Àëëà íå ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó ïðè ïðàâèëüíîé èãðå
Áîðèñà. Òîò äîëæåí íà 1 îòâåòèòü 2, íà 2 îòâåòèòü 3, è íà 3 îòâåòèòü 2. Â
äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî êîíôåò èçìåíÿåòñÿ íà 5. À â ïåðâîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåòñÿ 5k+2 êîíôåòû, è 2 áðàòü íåëüçÿ. Íà âçÿòèå îäíîé êîíôåòû áåð¼ì
îäíó, è ó ïðîòèâíèêà ïîëó÷àåòñÿ êðàòíîå 5. Íà âçÿòèå òð¼õ êîíôåò áåð¼ì 2, è
ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 5(k − 1) + 2, ãäå ñíîâà íåëüçÿ áðàòü 2 êîíôåòû, è òàê äàëåå.

4. Îòâåò: 15 ãðàäóñîâ.

ßñíî, ÷òî BK = DK, òàê êàê òî÷êà K ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê BD. Òðåóãîëüíèê BKD ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì, òàê êàê âñå åãî ñòîðîíû
ðàâíû ïî äëèíå äèàãîíàëè êâàäðàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà óãîë DBK ïðèõîäèòñÿ
60 ãðàäóñîâ, óãîë DBC ðàâåí 45 ãðàäóñàì, è òîãäà íà CBK ïðèõîäèòñÿ 60 −
45 = 15 ãðàäóñîâ.

5. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî a2 + 1 ≥ 2a, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî î÷åâèäíîìó íåðàâåí-
ñòâó (a−1)2 ≥ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü ïåðâîé èç äðîáåé íå ìåíüøå
2(a+ 1). Àíàëîãè÷íî, çíàìåíàòåëü âòîðîé èç äðîáåé íå ìåíüøå 2(b+ 1). Òîãäà
ñóììà äðîáåé â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò

a

2(a+ 1)
+

b

2(b+ 1)
=

a(b+ 1) + b(a+ 1)

2(a+ 1)(b+ 1)
=

a+ b+ 2

2(a+ b+ 2)
=

1

2

ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà ab = 1.



Îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå íà ïðèç
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9 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ïóñòü ÷èñëî ëæåöîâ ñðåäè ÷ëåíîâ êîìïàíèè ðàâíî k ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
τ(k) êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé k. Ïðàâäèâûé îòâåò äàäóò ðîâíî τ(k)
ó÷àñòíèêîâ � îáëàäàòåëè òåõ íîìåðîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ êîëè÷åñòâî ëæåöîâ.
Ýòî ðûöàðè, à îñòàëüíûå ëæåöû â êîëè÷åñòâå k, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî k + τ(k) = 7. Äëÿ ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ðàâíî 1,
2, 2, 3, 2, 4, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñóììå áóäåò 2, 4, 5, 7, 7, 10, 9. Ïîäõîäÿò äâà
ñëó÷àÿ: êîãäà ëæåöîâ 4 èëè 5, à ðûöàðåé, ñîîòâåòñòâåííî, 3 èëè 2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ðûöàðÿìè áóäóò îáëàäàòåëè íîìåðîâ 1, 2, 4, à îñòàëüíûå � ëæåöû. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ðûöàðÿìè áóäóò îáëàäàòåëè íîìåðîâ 1 è 5. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ,
òðåòèé ó÷àñòíèê ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì.

2. Îòâåò: 110.

Ïóñòü [x/11] = k. Òîãäà 11k ≤ x < 11(k + 1). Ïðè ýòîì [x/10] = k + 1, îòêóäà
10(k + 1) ≤ x < 10(k + 2).

Ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà èç äâóõ íåðàâåíñòâ: 11k ≤ x ≤ 11k + 10 è 10k + 10 ≤
x ≤ 10k + 19. Íàéä¼ì ÷èñëî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè
êàæäîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì k.

Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèé ó íå¼ íåò. Òîãäà 10k+19 < 11k, òàê êàê
íåðàâåíñòâî 11k + 10 < 10k + 10 íåâîçìîæíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî k ≥ 20. Çíà÷èò,
ðåøåíèé ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè 0 ≤ k ≤ 19. Ñðàâíèâàÿ ëåâûå è ïðàâûå êîíöû
îòðåçêîâ, ðàçáèðàåì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïðè 0 ≤ k ≤ 9 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 11k < 10k + 10 ≤ 11k + 10 ≤
10k+19. Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ îòðåçîê [10k+10; 11k+10], â êîòîðîì k+1
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñóììèðóåì ÷èñëà îò 1 äî 10, ïîëó÷àåì 55 ðåøåíèé.

2) Ïðè 10 ≤ k ≤ 19 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 10k + 10 ≤ 11k ≤ 10k + 19 <
11k + 10. Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ îòðåçîê [11k; 10k + 19], â êîòîðîì 20 − k
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñóììèðóåì ÷èñëà îò 10 äî 1, ïîëó÷àåì åù¼ 55 ðåøåíèé.

Èòîãî èìååì 110 ðåøåíèé.

3. Îòâåò: òîò, êòî õîäèò ïåðâûì.



Ïðè îäíîì õîäå óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó èëè ÷èñëî ñòðîê, èëè ÷èñëî ñòîëáöîâ.
Èãðà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé: èìåþòñÿ äâå êó÷êè, â êîòîðûõ m è n êàìíåé.
Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ áðàòü îäèí êàìåíü èç êàêîé-òî îäíîé êó÷êè. Èãðà çà-
êàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îäíà èç êó÷åê îïóñòåëà. Âûèãðàë òîò, êòî ñäåëàë ïîñëåäíèé
õîä.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè m = 1 èëè n = 1 ïîáåæäàåò íà÷èíàþùèé. Ïðè m,n ≥ 2
íà÷èíàþùèé ïîáåæäàåò, åñëè ÷èñëà ðàçíîé ÷¼òíîñòè, è ïðîèãðûâàåò, åñëè îíè
îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îñòàâëÿòü ïðîòèâíèêó
ïðîèãðàííóþ ïîçèöèþ. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî òàê.

Åñëè m è n îäíîé ÷¼òíîñòè, è m,n ≥ 2, òî ïîñëå õîäà ïîëó÷àòñÿ ÷èñëà ðàçíîé
÷¼òíîñòè, è òîãäà ïðîòèâíèê ïîáåäèò. Åñëè æå ÷èñëà áûëè ðàçíîé ÷¼òíîñòè, è
õîòÿ áû îäíî èç íèõ ðàâíî 1, òî ïîáåäà äîñòèãàåòñÿ çà îäèí õîä. Ïðè 2 ≤ m < n
ðàçíîé ÷¼òíîñòè, óìåíüøàåì n íà åäèíèöó, è ïðîòèâíèê ïîëó÷àåò ïðîèãðàííóþ
ïîçèöèþ.

4. Îòâåò: 5.

Ïóñòü R � ðàäèóñ, a =
√
19 − 2 � ñòîðîíà êâàäðàòà. Ðàññòîÿíèå îò öåí-

òðà îêðóæíîñòè äî õîðäû ðàâíî R/2. Òîãäà R/2 + a åñòü ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà äî äàëüíåé ñòîðîíû êâàäðàòà. Ðàññìîòðèì îäíó èç âåðøèí ýòîé ñòîðîíû.
Îíà óäàëåíà îò öåíòðà íà ðàññòîÿíèå R, è îò äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî
ýòîé ñòîðîíå, íà ðàññòîÿíèå a/2. Òîãäà òåîðåìà Ïèôàãîðà äà¼ò ñîîòíîøåíèå
R2 = (R/2 + a)2 + (a/2)2, èç êîòîðîãî 3R2 − 4Ra− 5a2 = 0. Ðåøàÿ êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî R, íàõîäèì ïðèâåä¼ííûé äèñêðèìèíàíò D/4 = 19a2 è

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü R = a(
√
19+2)
3

= (
√
19−2)(

√
19+2)

3
= 19−4

3
= 5.

5. Îòâåò: óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ −5±
√
21

6
.

Ðàñêðîåì ñêîáêè â äâóõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Ïîëó÷èòñÿ (36x2+60x+25)(3x2+5x+
2) = 35. Ýòî ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó y = 3x2+5x+2. Ïðè ýòîì
âîçíèêíåò óðàâíåíèå (12y + 1)y = 35, òî åñòü 12y2 + y − 35 = 0. Äèñêðèìèíàíò
ðàâåí D = 1681 = 412, à êîðíÿìè áóäóò y = 5

3
è y = −7

4
.

Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåì êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èìåþò âèä
3x2 + 5x + 1

3
= 0 è 3x2 + 5x + 15

4
= 0. Ïåðâîå èìååò äâà êîðíÿ x = −5±

√
21

6
, à ó

âòîðîãî êîðíåé íåò ââèäó îòðèöàòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà.
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10 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 5 ãîñòåé.

Åñëè îáëàäàòåëè ïÿòè ñàìûõ ìàëåíüêèõ ãîëîâ íàäåíóò ãîëîâíûå óáîðû îáëà-
äàòåëåé ïÿòè ñàìûõ áîëüøèõ ãîëîâ, òî äàëåå ýòè ïÿòü îáëàäàòåëåé íå ñìîãóò
íàäåòü ìàëåíüêèå ãîëîâíûå óáîðû è áóäóò âûíóæäåíû óéòè áåç íèõ.

Äîêàæåì, ÷òî 6 ÷åëîâåê óéòè áåç ãîëîâíîãî óáîðà íå ìîãëî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå óõîäèò ñ íåïîêðûòîé ãîëîâîé õîòÿ áû îäèí èç ïåðâîé ïîëîâèíû ìåíüøèõ
ïî ðàçìåðó ãîëîâ. Åìó íå õâàòèëî ãîëîâíîãî óáîðà, ïîýòîìó âñå ãîëîâíûå óáî-
ðû åãî ñîáñòâåííîãî ðàçìåðà, à òàêæå áîëüøèõ ðàçìåðîâ, óæå óíåñåíû. À ýòî
çíà÷èò, ÷òî 6 ÷åëîâåê óæå óøëè ñ ãîëîâíûìè óáîðàìè, òî åñòü áåç ãîëîâíûõ
óáîðîâ â ýòîì ñëó÷àå óéä¼ò íå áîëåå ÷åòûð¼õ ãîñòåé.

2. Îòâåò: 2 ëèòðà.

Ïóñòü îáú¼ì ñîñóäà ðàâåí V . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîãî ïåðåëèâàíèÿ. Ïîñëå
îòëèâàíèÿ îäíîãî ëèòðà, âìåñòî îáú¼ìà V ñòàíîâèòñÿ V − 1 ëèòðîâ ñìåñè,
òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò V−1

V
= 1 − 1

V
. Ââèäó

ïåðåìåøèâàíèÿ, íà ýòîò æå êîýôôèöèåíò óìíîæàåòñÿ êîëè÷åñòâî ãëèöåðèíà â
ñìåñè. Äàëåå ïîñëå äîëèâàíèÿ âîäû îíî íå ìåíÿåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî ãëèöåðèíà áûëî V , à ïîñëå òð¼õ ïåðåëèâàíèé è òð¼õ óìíîæåíèé
íà 1 − 1

V
îíî ñòàëî ðàâíî 1

8
V . Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå V (1 − 1

V
)3 = 1

8
V ,

òî åñòü 1− 1
V
= 1

2
, è V = 2 ëèòðàì.

3. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ñòîðîíû ïî ôîðìóëå Ãåðîíà: S =√
p(p− a)(p− b)(p− c), ãäå p = a+b+c

2
� ïîëóïåðèìåòð.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå p(p− a)(p− b)(p− c) = 200. Çàìåòèì,
÷òî ñóììà òð¼õ ïîñëåäíèõ ñîìíîæèòåëåé ðàâíà ïåðâîìó: p − a + p − b + p −
c = 3p − (a + b + c) = p. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì âèäà
(x + y + z)xyz = 200 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Çäåñü ìû íå ñòàâèì ñåáå öåëüþ
îïèñàíèå âñåõ ðåøåíèé, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîå-íèáóäü. Çàãàäûâàÿ
âîçìîæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ìû èìååì ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå äëÿ
ñóììû è ñìîòðèì, ìîæåò ëè òàê áûòü. Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé xyz = 20 è
x+y+z = 10, òî âèäíî, ÷òî ïîäõîäÿò ÷èñëà 5, 4, 1. Ïðè ýòîì p = 10, à ñòîðîíû
ðàâíû 10 − 5 = 5, 10 − 4 = 6, 10 − 1 = 9. Òðåóãîëüíèê ñ òàêèìè ñòîðîíàìè
ñóùåñòâóåò, è îí ïîäõîäèò.



4. Îòâåò: 5
√
5.

Çäåñü íàäî ïðèìåíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Êàæäîå èç òð¼õ ñëàãàåìûõ ñóì-
ìû åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè. Ïîñëåäíåå
åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó C(a, b) è D(7, 3). Ïðåäïîñëåäíåå � ðàññòîÿíèå ìåæäó
B(−b, 2b− a) è C. Íàêîíåö, ïåðâîå åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó A(−3,−2) è B. Ïî-
ýòîìó íàì íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó ðàññòîíèé AB + BC + CD, êîòîðàÿ
íå ïðåâîñõîäèò AD =

√
102 + 52 = 5

√
5.

Ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå: A, B, C, D. Óðàâíåíèå ïðÿìîé AD èìååò âèä y = x−1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî êîîðäèíàòû òî÷åê B è C, èìååì 4b − 2a = −b − 1 è 2b =
a − 1. Ðåøàÿ ñèñòåìó, èìååì a = 3, b = 1. Àáñöèññû òî÷åê A, B, C, D ðàâíû
−3 < −1 < 3 < 7 ñîîòâåòñòâåííî, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííîå íàìè çíà÷åíèå
ñóììû ðàññòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì.

5. Îòâåò: 48/25.

Îáîçíà÷èì öåíòðû îêðóæíîñòåé ðàäèóñîì 1 è 4 ÷åðåç O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü O � öåíòð òðåòüåé îêðóæíîñòè; x � å¼ ðàäèóñ. Òîãäà OO1 = x + 1,
OO2 = 4−x, O1O2 = 3, è äëèíà âûñîòû, îïóùåííîé èç O íà O1O2, òàêæå ðàâíà
x.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïèôàãîðà, ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå
√
(x+ 1)2 − x2 +√

(4− x)2 − x2 = 3, òî åñòü
√
2x+ 1 +

√
16− 8x = 3. Îíî íåñëîæíî ðåøàåò-

ñÿ ïðè ïîìîùè âîçâåäåíèé â êâàäðàò, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ 25x2 = 48x.
Ïîñêîëüêó x > 0, ïîëó÷àåòñÿ x = 48/25. Ïðè ïðîâåðêå ýòî çíà÷åíèå ïîäõîäèò.


